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Objective: The objective of this research is to solve the pollution equation using the 

Chebyshev spectral method and the Chebyshev super-spectral viscosity method.  

Method: Spectral and quasi-spectral methods that have been developed in recent years 

are able to calculate the solution with higher accuracy than analytical and numerical 

methods using fewer nodes and less time. These methods have not been investigated for 

solving pollution equations so far. In this study, the solution of pollution equations using 

the Chebyshev spectral method and the Chebyshev super spectral viscosity method is 

investigated. The results of these methods will be compared with the analytical solution 

under different boundary conditions. 

Results: In this study, the accuracy of the Chebyshev spectral method and the Chebyshev 

super spectral viscosity method for solving pollution equations in two modes of 

continuous and stepwise pollutant injection was investigated in comparison with the 

analytical solution. The results of these two methods in solving the advection equation 

showed that with increasing the number of points, the numerical results are closer to the 

analytical solution, and with the same number of points, the Chebyshev super spectral 

viscosity method has a higher accuracy in calculating the pollution concentration. 

However, none of the graphs match the analytical results. The mentioned methods were 

used to solve the advection-diffusion and advection-diffusion-reaction equations in 

stepwise injection and were compared with the analytical results. The Chebyshev super 

spectral method with the same number of points has a higher accuracy than the 

Chebyshev spectral method in solving the advection-diffusion equation. The results of 

this method are completely consistent with the analytical results. Also, both methods 

have the same results for solving the advection-diffusion-reaction equation, which have 

a high accuracy compared to the analytical solution. 

Conclusions: the results of this study showed that the Chebyshev spectral methods with 

high accuracy in solving the pollution equations, the number of points required for them 

is independent of the length of the river. Thus, at a short length, the number of points 

required is required in a channel or river with a large length. 
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Introduction 
Today, the issue of pollution transfer in rivers is considered one of the greatest environmental 

challenges and it has profound effects on aquatic ecosystems and public health. The main causes of 

water pollution include pollutants, which include two categories of point and non-point sources. Point 

source pollutant injection comes in two forms: instantaneous (momentary) and continuous. The 

governing equation of flow in the conditions of pollution conditions of the Second order linear non-

homogeneous partial differential equation is that different analytical and numerical methods have been 

used to solve it. Some of these methods include the; Laplace transform (Kumar˒2020), finite volume 

(Kumar et al, 2021; & Chen et al. 2019), finite difference (Noye, 1987), finite element (Jamali, 2019). 

These methods require a large number of computational nodes to achieve the desired accuracy. Spectral 

and quasi spectral methods which are developing in recent years are able to calculate the solution with 

higher accuracy than analytical and numerical methods. In this research, solving the pollution equations 

using Chebyshev spectral method and Chebyshev spectral method is studied. The results of this study 

will be compared with analytical solution in different boundary conditions.  

Method 

Pollution simulation was conducted for two scenarios: continuous injection (Eq. 1) and stepwise 

injection. The stepwise injection included two cases. In the first case, the initial concentration c̅₁ is 

uniform across all points (Eq. 2), and the upstream boundary pollution input c̅₀=0 is terminated (Eq. 3). 

In the second case, at time t=0, the pollution input c̅₀ at the upstream boundary is terminated, and at time 

t₁, pollution with concentration c̅1 is introduced at the upstream boundary, which is then terminated at 

time t₂ (Table 1). 

B.C.c̄(0,t)=c̄00≤t<∞ 
I.C.c̄(x̄,t)=00≤x̄<∞ 

(1) 

 

(2) I.C. : c̄(x,0)=c̄1  

(3) B.C. (Upstream): {
c̄00<t≤t0
&0t>t0

 

Table 1. Flow and pollutant characteristics with a time-stepped pattern (Meshdgarmeh et al., 2013) 

)3(kg/m0 c̅ )3(kg/m1 c̅ T(hr) (s)2 t (s)1 t k̅(1/s) s)/2(mx D̅ u(m/s) 

0.5 0.5 5 3600 1000 0.00001 0.3 0.3 

Results 

The results obtained from the advection - diffusion - reaction equation for the first case of 

step injection using spectral and super spectral Chebyshev methods compared to the analytical 

solution of Van Genuchten et al (1982) indicate that over time, the maximum pollution 

decreases due to the presence of the reaction term. In this case of pollutant injection, both 

numerical methods have the same accuracy in predicting the amount of pollution (Figures 1 and 

2). 
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Figure 1. Comparison of the spectral Chebyshev method with the solution of Van Genuchten and Alves 

(1982) for step injection (Case 1). 

 

Figure 2. Comparison of the super spectral Chebyshev method with the solution of Van Genuchten and 

Alves (1982) for step injection (Case 1). 

The results obtained from solving the advection - diffusion - reaction equation for the second 

case of step injection using the spectral and super-spectral Chebyshev methods, compared to 

the analytical solution at different times, show that both spectral methods have the same 

accuracy in calculating the concentration of pollutants. Therefore, it can be concluded that the 

spectral and super-spectral Chebyshev methods have equal precision in solving the advection-

diffusion - reaction equation (Figures 3 & 4); however, the execution speed of the spectral 

Chebyshev method is greater than that of the super-spectral Chebyshev method. 
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Figure 3. Comparison of the spectral Chebyshev method with the solution of Van Genuchten and Alves 

(1982) for step injection (Case 2). 

 

Figure 4. Comparison of the super spectral Chebyshev method with the solution of Van Genuchten and 

Alves (1982) for step injection (Case 2). 

Conclusions 

In this research, the accuracy of the Chebyshev spectral method and the Chebyshev super 

viscosity method was examined for solving pollution equations in two scenarios: continuous 

and stepwise pollutant injection, compared to analytical solutions. The results of these two 

methods in solving the advection equation indicated that as the number of points increased, the 

numerical results approached the analytical solution, and at the same number of points, the 
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super viscosity Chebyshev method exhibited higher accuracy in calculating pollutant 

concentration. However, none of the graphs fully aligned with the analytical results.  

The mentioned methods were employed to solve advection -diffusion and advection -

diffusion-reaction equations under stepwise injection and were compared with analytical 

results. The super viscosity Chebyshev method demonstrated higher accuracy than the standard 

Chebyshev method in solving the advection -diffusion equation at the same number of points. 

The results from this method were in complete agreement with the analytical results. 

Additionally, both methods yielded similar results for solving the advection -diffusion-reaction 

equation, showing high accuracy compared to the analytical solution. However, due to a greater 

operations computational, the super viscosity Chebyshev method had a lower execution speed 

than the standard Chebyshev method. The Chebyshev spectral methods with high accuracy in 

solving the pollution equations, the number of points required for them is independent of the 

length of the river. Thus, at a short length, the number of points required is required in a channel 

or river with a large length.  
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   ها: واژهکلید

،یآلودگ  

˓ واکنش  -ش پخ  -انتقال   

˓یفیروش ط  

   ی.فیفوق ط  تهیسکوزیو

 

 

  ی فیفوق ط  تهیسکوزیو روش و   شفیچب  یفیبا استفاده از روش ط  یآلودگ  تپژوهش، حل معادل   نیهدف از اهدف:  

 . است شفیچب
 

هستند با استفاده از تعداد گره    توسعهدرحال   ریاخ  یهاکه در سال   یفیو شبه ط  یفیط  یهاروشروش پژوهش:  

تاکنون    هاروش   ن یهستند. ا  یو عدد  یلیتحل  یهابالتر نسبت به روش   بادقتو زمان کمتر قادر به محاسبه جواب  
آلودگ  یبرا ا  یبررس  یحل معادلت  در  است.  آلود  نینشده  معادلت  از روش ط  یگپژوهش، حل  استفاده    ی فیبا 
و   شفیچب م  موردبررسی  شفیچب  ی فی فوق ط  تهیسکوزیو روش  نتاردیگی قرار  در    یلیبا حل تحل  هاروش  نیا  جی . 

 . خواهد شد  سهیمختلف مقا  یمرز طیشرا
 

حل معادلت    یبرا  شفیچب  یفیفوق ط   تهیسکوزیو روش و   شفیچب  یفیپژوهش دقت روش ط   ن یدر ا  ها: یافته

دو روش در حل   ن یا جیشد. نتا یبررس  یلیبا حل تحل سهیدر مقا ندهیآل یا و پله  وستهیپ  قیدر دو حالت تزر یآلودگ
روش    کسانیو در تعداد نقاط    ترنزدیک   یلیبه حل تحل  یعدد  جیتعداد نقاط نتا  شیمعادله انتقال نشان داد که با افزا

  ی لیتحل  جیبر نتا  کی  چیدارد. اما نمودار ه  یدر محاسبه غلظت آلودگ  یبالتر  یدرست  شفیچب  تهیسکوزیو  یفیفوق ط
  یاپله   قیواکنش در تزر -ش پخ -ل پخش و انتقا -ل حل معادلت انتقا  یذکر شده برا یها. روشستیمنطبق ن

را نسبت    یبالتر یدرست کسانیبا تعداد نقاط   شفیچب یفیشد. روش فوق ط  سهیقام یلیتحل جیبه کار رفت و با نتا
منطبق هستند.   کاملا   ی لیتحل  جیروش بر نتا   نیا  جیپخش دارد. نتا  -ل  در حل معادله انتقا  شف یچب  یفیبه روش ط

  سه یمقا  ر د  ییبال  یواکنش دارند که درست  - ش  پخ   - ل  حل معادله انتقا  یبرا   ی کسانی  جیهر دو روش نتا  نیهمچن
  شف، یچب  یفینسبت به روش ط  شتریب  اتیانجام حجم عمل  لی به دل  شفیچب  یفیدارند. اما روش فوق ط  ی لیبا حل تحل

 دارد.  یکمتر  یسرعت اجرا
 

  ، ی دقت بال در حل معادلت آلودگ  باوجود شفیچب یفیط یهاروش پژوهش نشان داد که   ن یا جینتا گیری: نتیجه 

طول کوتاه همان تعداد نقاط لزم است    ک یدر    ین ؛ بنابراآنها مستقل از طول رودخانه هستند  ی تعداد نقاط لزم برا
 لزم است.   اد یرودخانه با طول ز ایکانال   کیکه در 

(،  3)  5،  آب    یدر بهره ور  شرفتهیپ  یها  یفناور.    شفیچب  یفیفوق ط  تهیسکوزیبا روش و  یحل معادله آلودگ (.  1404)  الهام.  ˓و درویشی  ؛لدن  ˓روشنائی:استناد

75-91 . 
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 مقدمه 
ا  آب  نیدر کره زم  اتیو تداوم ح  یریگشکل  یبرا  ی ها و بسترتمدن  یاصل  ان یشر  بخش،اتیح  عیما  نیآب،    ،یاست. منابع 

و صنعت،   یرونق کشاورز  ،یدر توسعه جوامع بشر یلیبدینقش ب ن،یریآب ش کنندگانن یتأم نیترعنوان مهمها، بهرودخانه ژهیوبه

  یمصارف شرب، کشاورز  یبرا  ن یریآب ش  یتنها منبع اصلها نهرودخانه  .(2003  ˓1تر یپ  کی)گلکنندی م  فا یا  یکیو حفظ تعادل اکولوژ

 ییوهواآبو   یکیدرولوژیه ی هاچرخه میو در تنظ  شوندیمحسوب م یستیتنوع ز یبرا یمهم یها ستگاهیو صنعت هستند، بلکه ز

 یقیعم  رات یو تأث  دیآیم  به شمار  یط یمحستیز  یهاچالش  نی تراز بزرگ  یکی  هادر رودخانه  یآلودگ. امروزه مسئله انتقال  نقش دارند

اکوس از دل 1202  ،2کیلیکدارد)  یعموم  و سلمت  یآب  یهاستم یبر  اشاره کرد.    هاندهیبه آل   توانیها، مآب  یآلودگ  یاصل  لی(. 

)مانند   یامنابع نقطه  قیچه از طر  ،یبه منابع آب  هاندهی. ورود آل هستند  ایغیر نقطهو منابع    یانقطهدسته منابع  دو  شامل    هاندهیآل 

(، منجر به کاهش  یو شهر ی کشاورز یها )مانند رواناب ایغیر نقطهمنابع  قی( و چه از طریو شهر یصنعت  یها فاضلب یخروج 

با   ر،یاخ  یها(. در دهه1998،  3و همکاران   تر)کارپنشودیم  یع ی طب  یهاو اختلل در چرخه  یآب  یهاستگاهیز  بیآب، تخر  تیفیک

تغ  ،یو کشاورز   یتوسعه صنعت   ت،ی جمع  شیافزا آل   ،یم یاقل  راتییو  آب  هاندهیبار  منابع  طور چشمگ  یدر  و   افتهیشیافزا  یریبه 

ارائه راهکا  یاب یارز  نده،یمنابع آل   یی، شناسا؛ لذااست  مشاهدهقابل  وضوحبهآن    یمنف  یامدهایپ آنها و   یمناسب برا  یرها اثرات 

  برخوردار است. ییبسزا تیآب، از اهم  یکنترل و کاهش آلودگ

 یناگهان  ی)مانند رهاساز   یآن  قی (. تزر1397  ˓)آژداناست  وستهی( و پیا )لحظه  یشکل آن  به دو  زین  یانقطه  یها ندهیآل   قیتزر

دفن زباله(. هر   یهامحل   ای  یاز مناطق کشاورز   هاندهیآل   یجی)مانند نشت تدر  وستهیپ  قی( و تزریدر اثر حوادث صنعت  ندهیمواد آل 

 ق ی (. تزر2012  ˓4ورث دارند)لپ  یو بهداشت عموم  یآب  یهاستمیآب، سلمت اکوس  تیفیبر ک  یتوجهقابل اثرات    ق،یدو نوع تزر

باعث   مرورزمانبه  وسته،یپ  قیتزر  کهیدرحال.  شودیم  یبحران  طیشرا  جادیو ا  هاندهیغلظت آل   عیسر  شیاغلب منجر به افزا  یآن

است.    یضرور   یحفاظت از منابع آب  یبرا   قیهر دو نوع تزر  تیریو مد  یس. بررگرددیم  بلندمدتو بروز اثرات    ها ندهیتجمع آل 

شد، با آن همراه شود.   انیوارد جر  یآلودگ کهیکه زمان شوندیسبب م انیجر کنواختیریسرعت غ نیآب و همچن یمولکول  حرکت

 یو انتشار آلودگ  انیجر  یساز هیشب  یکه برا  است  یآلودگ  طیدر شرا  انی، معادله حاکم بر جر 5واکنش  -ش  پخ  -ل  نتقامعادله ا

و   یوستگیمعادله پ  بیو از ترک  است 6مرتبه دومو    یخط  رهمگن،یغ  یسهمو  لیفرانسیمعادله از نوع معادلت د  نیکاربرد دارد. ا

ف اول  دارا  آمدهدستبه 7ک یقانون  علوم  یعی وس  یکاربردها  یو  انتقال   در  جو،  و  مهندس  آب  علوم  و  و   تو)کااست  یحرارت 

 (. 2023˓8همکاران 

هستند با استفاده از تعداد گره و زمان کمتر قادر به محاسبه    توسعهدرحال  ریاخ  یهاکه در سال  یف یو شبه ط  یفیط  یها روش 

نشده است.    یبررس  یحل معادلت آلودگ  یتاکنون برا  هاروش   ن یهستند. ا  یو عدد  یل یتحل  یهابالتر نسبت به روش   بادقتجواب  
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قرار   موردبررسی  شفیچب  یفیفوق ط  تهیسکوزیو روش و  شفی چب  یفیبا استفاده از روش ط  یگپژوهش، حل معادلت آلود  ن یدر ا

 خواهد شد. سهیمختلف مقا یمرز طیدر شرا یلیبا حل تحل هاروش  نیا جی. نتاردیگیم

 پژوهشادبیات موضوع و پیشینه 

معادله  دیعد  یاو    یلتحلی  حلراه  .است  کاررفتهبه  یآلودگ  ده یحل معادله حاکم بر پد  یبرا  یمختلف  یو عدد  یلیتحل  یها روش 

 قع وا  ؤثر متخلخل  محیطو    خانهرود  ا،هو  مانند   زبا  محیط  کیآن در    رفتاو ر  ندهیآل   ده ما  غلظت  یعزتو  ه نحو  توضیح  جهتدر    نداتویم

است که در ادامه تعدادی از این مطالعات ارائه شده    گرفتهصورتدر داخل و خارج از کشور    مطالعاتی  ،پژوهش حاضر  بادررابطه.  دشو

 است. 

 مطالعات داخلی  . 1

پرداختند و    یآب  یهاستمیانتقال و واکنش در س  معادله  تحلیلی  حل  یبه بررس  تحقیقی( در  1400) و همکاران    سرلیش  یفرداد

 ی عنوان ابزاربه  تواندیپژوهش م  نیموجود در ا  یلیحل تحلها نشان دادند که  کردند. آن  لیمعادله را تحل  نیمختلف حل ا  یها روش 

   .ردیقرار گ مورداستفادهمعادله  ریمتغ بیضرا یبرا یلیتحل یهاحل ریو سا یعدد یهاحل ی و اعتبارسنج  یسنج جهت صحت

  شرفته یپ  یعدد  یها واکنش با استفاده از روش   - ش  پخ  -ل  معادله انتقا  یخود به حل عدد  قی( در تحق1393)  فتحی و همکاران

انتخاب روش    تیمطالعه اهم  نیبوده است. ا  یسازهیشب  جینتا  یمختلف بر رو  یپارامترها  ریدهنده تأثها نشان آن   جیپرداخته و نتا

 .معادلت را برجسته کرده است نیحل ا یمناسب برا

 خارجی  مطالعات  .2

 یآلودگ  کیکه    کردند  نییو تع  حل  یلیتحل  صورتبه ( معادله انتقال و پخش همراه با ترم زوال را  2010) 1و همکاران  اداوی

 . ابدییزوال م یمشخص بعد از گذشت چه زمان و مکان

شدند    ینیرزمیز  یهادر آب  یمعادله آلودگ  یبرا  یلیتحل  یها حلراه   افتن یلپلس، موفق به    لی( با استفاده از تبد2020) 2کومار 

 کند. تیریرا مد دهیچیپ یو مرز هیاول طیشرا یبه سادگ تواندیروش م نینشان داد که ا جیو نتا

 ( و همکاران  تحق2021کومار  در  شب  قی(  در  محدود  روش حجم  که  دادند  نشان  آل   یسازه یخود  آب   هاندهیانتقال    ی هادر 

  گر ید یقیدر تحق. از نظر حفظ تعادل جرم دارد یشتریب یایمزا گر،ید یهاروش برسد و نسبت به   ییدقت بال به تواندیم ینیرزمیز

 یایپرداخته و مزا  ینیرزمیز   یهادر آب   هاندهیانتقال آل   یسازهیکاربرد روش حجم محدود در شب  ی( به بررس2019) 3چن و همکاران 

  .اندکرده  انیب تریمی قد یهاآن را نسبت به روش 

ارائه راه2220) 4و همکاران محمود   به  از  -ش  معادله پخ  یبرا  قی دق  یهاحل(  استفاده  با   ی اض یخاص ر  یها روش   واکنش 

 باشند. دیمف یکیولوژیب یها ستمیرفتار س یسازهیشب  یبرا توانندیها محلراه  نیکه ا  دهدی نشان م جیپرداخته است. نتا
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واکنش    -ش  پخ  -ل  حل معادله انتقا  یبرا 3و روش حجم محدود  2مانند روش تفاضل محدود   یعدد  یها ( روش 1987) 1نویی 

 یمرز  طینسبت به روش تفاضل محدود در شرا  ینشان داد که روش حجم محدود دقت بالتر  جیقرار دادند. نتا  موردبررسیرا  

 . دارد دهیچیپ

نشان داد که    جیاند. نتاواکنش انجام داده    - حل معادله پخش    یبرا  یمختلف عدد  یها روش   نیب  یاسه ی( مقا2019)  جمالی

المان محدود  را در شب  ن یبهتر 4روش  ب  یاما زمان محاسبات  کند،یفراهم م  یرخطیغ  یهاستمیس  یسازهیدقت    ر یاز سا  شتریآن 

 . است  هاروش 

که   دهدی نشان م  جیواکنش پرداختند. نتا   - ش  پخ  - ل  حل معادله انتقا   یبرا  یبیترک  یکردهایرو  ی( به بررس1920) 5باروس  

   را کاهش دهد. یرا ارائه دهد و زمان محاسبات یدقت بالتر تواندیم ی و عدد یلیتحل  یهاروش  بیترک

 روش پژوهش

 عادلات ریاضیم. 1

  -ل  (( و انتقا2)معادله )  پخش  -ل  انتقا((،  1)معادله )  شامل معادلت انتقال  بعدییکدر حالت    یآلودگ  دهیروابط حاکم بر پد 

 (.  1997، 7را : چاپ1982، 6ان )وان جنکتن و همکارد (( هستن 3ه ))معادل واکنش -ش پخ

(1 ) ∂c̅

∂t
+u

∂c̅

∂x̅
=0 

(2 ) 
∂c̅

∂t
+u

∂c̅

∂x̅
=D̅x

∂
2
c̅

∂x̅2
 

(3 ) ∂c̄

∂t
+u

∂c̄

∂x̄
+k̄c̄=D̄x

∂
2
c̄

∂x̄2  

سبرعت متوسبط جریان  u  ،)متر( 𝑥̄و مکان   )ثانیه( tمقدار غلظت آلینده در زمان   تریبر ل گرمیلیمبرحسبب   𝑐̄در این معادلت  

 نرخ واکنش برحسب معکوس ثانیه استثابت  𝑘̄ و ضریب پخش طولی برحسب مترمربع بر ثانیه D̄x، هیمتر بر ثانبرحسب 

 شفیچب یفی ط تهیسکوزیروش و. 2

تابع   یک  برای  سری  بسط  چبیشف  طیفی  روش  دامنه   u(x,τ) در  می  صورتبه   [-1,1]در  زده  تقریب   )روگر شودزیر 

 (.  8،2002پیرت

(4 ) UN=∑Uk(τ)Tk(x)

N

k=0

 

 
1. Noye 
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زمان    بیضرا  kU  (τ)که   به  وابسته  درجه    یاچندجمله  kT  (x)طیفی سری  از  𝑥  بهباتوجهو    است  kچبیشف  ∈ [−1,1]  

 :شوندیمزیر تعریف  صورتبه

(5 ) Tk= cos (kcos-1x) UN=∑ Uk(τ)Tk(x)N
k=0  

 معروف هستند: شفیکه به نقاط چب ابینقاط درون xو 

(6 ) xi=cos(
iπ

N
)  ,  i=0,1,2,. . . ,N 

 محاسبه کرد: توانی( م7صورت معادله )را به بیو با استفاده از رابطه معکوس، ضرا 

(7 ) uk(τ)=
2

Nck

∑
U(xi,τ)N

ci

N
i=0 cos (

kiπ

N
)  

ام بسط سری تابع   nاست. مشتق مکانی مرتبه    2n=c0c=برابر یک و    ,N…,i=0,1,2-1در بازه    kبرای    ci و    kcکه  

𝜏) ˒u(x, در نقاط  ix   ( نوشته شود8رابطه )  صورتبهو اگر تابع    شودیمی لگرانژ محاسبه  اچندجملهبا استفاده از مشتق تحلیلی، 
nD  یک ماتریس(N+1)×(N+1)   خواهد بود کهikD=d =)(1D ( به دست 9و از رابطه )دیآیم . 

(8 ) u
n
 = D

n
u  

 

(9)  dik=

{
  
 

  
 

ci(-1)
(i+k)

ck(xk-xi)
i≠k

xi

2(1-xi
2)

1≤i=k≤N-1

-2N2+1

6
i=k=0

2N2+1

6
i=k=N

  

در هر مکان محاسببه خواهد شبد. در صبورت وجود   uجملت  ،  جای محاسببه ضبرایب سبریبا اسبتفاده از این ماتریس به

به سبمت جواب درسبت همگرا نخواهد بود. در این حالت عبارت ویسبکوزیته ، های روش طیفی چبیشبفتغییرات ناگهانی در جواب

ای چبیشببف با  (. معادله چندجمله1989، 1مردتاطیفی پایداری تقریب و اطمینان از همگرایی آن به سببری اضببافه شببده اسببت )

 شود:زیر بازنویسی می صورتبهعبارت ویسکوزیته 

(10 ) -CN∑ (
k

N
)N

k=0

2S

uk(t)Tk(x)  

عبارت  بهباتوجه Cضریب    (.2013  ،دو مقدار در روش ویسکوزیته فوق طیفی هستند )چن و همکاران sو  Cدر این معادله  

0 ≤C≤N1/2 شبود و برای ضبریب تعیین میs   بایدs ≤ ln(N)  باشبد. طبق نتایج آنها چنانچه مقدارln(N)  برایs  و𝑁1/2 

لزم   قرار دارند. [1,1-]دسببت خواهد آمد. از آنجایی که جملت سببری چبیشببف در بازه انتخاب شببود نتایج خوبی به Cبرای 

 
1. Tadmor 
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( 3( و )2) ،(1به همین دلیل با ضببرب معادلت )اسببت متغیرهای معادلت دیفرانسببیل در این بازه قرار گیرد.  
L

2uc̄0
و تعریف  

 شوند.( بازنویسی می13( تا )11معادلت ) صورتبهزیر معادلت  صورتبهپارامترهای بدون بعد 

x=
2

L
x-1,τ=

tu
L

2

, c=
c

c̄0
,k=

kL

2u
,Dx=

Dx

u
L

2

  (11             )                                                                           

    ∂c

∂τ
+

∂c

∂x
=0  

(12 ) ∂c

∂τ
+

∂c

∂x
=Dx

∂
2
c

∂x2
  

(13 ) ∂c

∂τ
+

∂c

∂x
+kc=Dx

∂
2
c

∂x2
  

 یآلودگ  یسازهیمختلف شب  یهاحالت . 3

 وستهی پ قیالف( تزر 

  منابع   از  ناشی  معمولا  آلودگی نوع  این.  است  رودخانه  آب به   آلینده  مواد   مستمر   و  مداوم  ورود  معنای به   آلودگی  تزریق پیوسته

 ل یپروف  ی داریپا  و  انیجر  سرعت   بودنثابت  با فرض  .شوندمی  وارد آب  به  ایدورهصورت  به  یا دائم  طور  به  که است  پایدار   و  ثابت

 (. 2018 ˓1)شارما  استبنای تابع هویساید م()انتقال( در حالت تزریق پیوسته بر1جواب تحلیلی معادله ) ، انیجر

(14 ) H(ut-x̄+x0)= {
&1ut ≥x̄-x0

&0ut < x̄-x0
  

 
c̄(x̄,t) = c̄0 H(ut-x̄+x0)  

غلظت آلودگی در   0c̅زمان و  t ، سرعت u، ندهیآل  هیتخل محل از فاصله 𝑥0  ر، یمس طول x̅ ، ای هویسایدتابع پله Hکه در آن 

  (.I.C) 3و اولیه  (.B.C) 2تحت شرایط مرزی   ،پخش( در حالت تزریق پیوسته  - )انتقال  (2)  محل تزریق است. همچنین پاسخ معادله

 زیر:

B.C.c̄(0,t)=c̄00≤t<∞  

I.C.c̄(x̄,t)=00≤x̄<∞  
 است:  نیچن

(15 ) c̄(x̄,t)= [
c̄0

2
exp (

ux̄

E
) erfc (

x̄+ut

√4Et
)+erfc (

x̄-ut

√4Et
)]  

 (.  1389 ،یشوشتر انیمحمود) استضریب پخش طولی  E  ،رابطهنیدراو 
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 یاپله  قیب( تزر

های مشخص، با مقادیر کنترل شده و برای یک بازه مشخص زمانی وارد  ای و در زمان مرحله  صورتبه ای آلودگی  تزریق پله

ارائه شده است.   (1392)گرمه و همکارانای بررسی شده است که توسط مشهدی شود. در این مقاله دو حالت تزریق پلهمحیط می

( شرایط مرزی  1دست را برای حالت اول و شکل )به ترتیب شرایط مرزی بالدست و پایین  18و    17شرایط اولیه و رابطه    16رابطه  

 دهد.حالت دوم را نشان می

(16 ) 𝐼. 𝐶. ∶  𝑐̄(𝑥, 0) = 𝑐̄1  

(17 ) 𝐵. 𝐶. (𝑈𝑝𝑠𝑡𝑟𝑒𝑎𝑚): {
𝑐̄00 < 𝑡 ≤ 𝑡0
0𝑡 > 𝑡0

  

(18 ) 𝐵. 𝐶. (𝐷𝑜𝑤𝑛𝑠𝑡𝑟𝑒𝑎𝑚): 
𝜕𝑐̄

𝜕𝑥̄
(∞, 𝑡) = 0  

 
 (  1392)مشهدگرمه و همکاران یاپله قیتزر یالگو  کیفرم شمات  . 1شکل 

خواهد   (19)رابطه  صبورتبهای واکنش( در حالت تزریق پله  - شپخ -  ل( )انتقا3( برای معادله )1982جنکتن )حل تحلیلی وانراه

 .بود

(19 ) c̄(x̄,t)= {
c̄1A(x,t)+c̄0B(x,t)                                0<t≤t0
c̄1A(x,t)+c̄0B(x,t)-c̄0B(x,t-t0)              t>t0

  

(20 ) 
 

𝐴(𝑥̄, 𝑡) = 𝑒𝑥𝑝(−𝑘̄𝑡) [1 −
1

2
𝑒𝑟𝑓𝑐 (

𝑥̄−𝑢𝑡

2(𝐷̄𝑥𝑡)
1
2

) −
1

2
𝑒𝑥𝑝 (

𝑢𝑥̄

𝐷̄𝑥
) 𝑒𝑟𝑓𝑐 (

𝑥̄+𝑢𝑡

2(𝐷̄𝑥𝑡)
1
2

)]  

(21)   
 

B(x̄,t)=
1

2
exp (

(u-V)x̄

2D̄x
) erfc (

x̄-Vt

2(D̄xt)
1
2

)+
1

2
exp (

(u+V)x̄

2D̄x
) erfc (

x̄+Vt

2(D̄xt)
1
2

)  

(22 ) 
 

V=u(1+
4k̄D̄

u2
)
0.5
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 های پژوهشیافته

سازی برای دو مثال فرضی یکی در حالت  شبیه  ،ارزیابی روش طیفی چبیشف و روش ویسکوزیته فوق طیفی چبیشف  منظوربه

ای انجام و با نتایج حل تحلیلی ای با فرض منبع آلینده نقطهالگوی بارگذاری پله  درنظرگرفتنتزریق پیوسته آلینده و دیگری با  

 مقایسه شده است.

 وسته یپ  قیتزر جینتا .1

( حل و با حل تحلیلی مقایسه خواهد شد.  1( با استفاده از شرایط اولیه و مرزی جدول )2( و )1در حال تزریق پیوسته معادلت ) 

 در هنگام تزریق پیوسته معادلت آلودگی به روش طیفی چبیشف و روش ویسکوزیته فوق طیفی چبیشف حل شد. 

 ( 1391 ،ی چقابگی)فتاح وستهیپ قیدر حالت تزر یو مرز  هیاول طیشرا . 1جدول 

c ̅(∞,0)=0 gr/lit  شرط اولیه 

c̅ (1˒t) = 1 gr/lit  شرط مرزی 

u=0.1 m/sec  سرعت 

sec/2=0.01 mxD̅  ضریب پخش طولی 

مقادیر   512و    256  ،128  ،64  ،32  ،16ثانیه برای تعداد نقاط   4−10با گام زمانی  ،  تعداد نقاط  ریتأثبررسی    منظوربه در ابتدا  

(( در حالت تزریق پیوسته با روش طیفی چبیشف و ویسکوزیته فوق طیفی چبیشف محاسبه و نتایج به ترتیب در 1آلودگی)معادله) 

 آورده شده است.  (3) و  (2)های شکل

با افزایش   ؛شودیابد و به حل تحلیلی نزدیک مینوسانات نمودار غلظت آلودگی در هر دو روش کاهش می،  با افزایش تعداد نقاط

دهد که در تعداد نقاط یکسان، نمودار روش یابد. مقایسه دو روش عددی نشان میتعداد نقاط سرعت انجام محاسبات کاهش می 

نوسانات   اندازه  دارد. همچنین در روش فوق طیفی    یتر کوچکفوق طیفی ویسکوزیته چبیشف  به روش طیفی چبیشف  نسبت 

برهم منطبق است. بدین معنی که این روش با تعداد نقاط کمتر نسبت به روش طیفی    512و    256چبیشف نمودار برای تعداد نقاط  

 را حذف کرد.  توان آنها چبیشف دقت مناسبی دارد. با انتخاب مناسب گام زمانی و تعداد نقاط می
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 آلودگی در حالت انتقال و تزریق پیوسته ماده آلاینده )مقایسه حل تحلیلی و روش طیفی چبیشف(  . 2شکل 

 
 ( شفی چب یف یفوق ط تهیسکوزی و روش و یلیحل تحل سهی)مقا ندهیماده آلا وستهیپ قیدر حالت انتقال و تزر  یآلودگ . 3شکل 

  شده   ارائه  ( 5)  و  (4)  شکل  در  (1)  جدول  یهاداده   یبرا  ،یلیتحل  حل  با   سه ی مقا  در  یعدد  روش   دو  هر  به   (2)  معادله  حل  جینتا

پخش نیاز به تعداد نقاط کمتری دارند و در همه نمودارها    -چبیشف برای حل معادله انتقال  طبیعیفوقهای طیفی و  روش .  است

حالت نتایج روش ویسکوزیته فوق طیفی چبیشف برای   نیا  درنوسانات در مقایسه با نتایج معادله انتقال نوسانات کمتری وجود دارد.  

بر هم منطبق هستند. همچنین هر دو روش   512و    256و نتایج روش طیفی چبیشف برای تعداد نقاط    512و    256،  128عداد نقاط  ت

 پخش نسبت به حل معادله انتقال دارند.   -عددی درستی بالتری در حل معادله انتقال
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 (شفی چب  یفیو روش ط یلیحل تحل سهی)مقا ندهیماده آلا وستهی پ قتزری و پخش –در حالت انتقال  یآلودگ . 4شکل 

 
 ( شفی چب یفیفوق ط   تهیسکوزیو روش و یلیحل تحل سهی)مقا ندهیماده آلا وستهی پ قتزری و پخش –در حالت انتقال یآلودگ . 5شکل 
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 یاپله  قیتزر جینتا .2

انتقا به روش واکنش برای تزریق پله  -ش  پخ  -ل  معادله  در این حالت به دلیل    های ذکر شده حل شد.ای برای دو حالت 

تر شد و به هنگام حل با روش طیفی چبیشف تعداد  تعداد نقاط برای انجام محاسبات کم  ˓  (3)  ها به معادلهبرخی ترم  شدناضافه

(  18( تا )16شرایط اولیه و مرزی، حالت اول در روابط ) در نظر گرفته شد. 64و با روش ویسکوزیته فوق طیفی چبیشف  128نقاط 

قطع    0c̅=0  آلودگی ورودی  بالدست  در همه نقاط برابر است و در مرز  1c̅در این حالت غلظت اولیه  (،  2مطابق جدول )آمده است.  

شود در مرز بالدست وارد می  0c̅آلودگی با غلظت    1t آلودگی در مرز بالدست قطع و در زمان    0t=در حالت دوم در زمان    شود.می

 ( نشان داده شده است.2که در جدول ) شودتزریق آلودگی قطع می 2tو در زمان 

واکنش، مقایسه نتایج با حل    - ش  پخ  -ل  چبیشف در حل معادله انتقا  یفیفوق طهای طیفی و  بررسی درستی روش   منظوربه

همکارتحلیلی   و  جنکتن  رابطه  1982)  انوان  پله  (19)(  تزریق  اول  حالت  نتایج  است.  شده  زمان انجام  در  در  ای  مختلف  های 

شود با گذشت زمان  که مشاهده می  طورهمانبه ترتیب برای روش طیفی و فوق طیفی چبیشف آمده است.    (7) و    (6) های  شکل

است. در این حالت تزریق آلودگی هر دو روش عددی درستی یکسانی در   افتهیکاهشحداکثر آلودگی به دلیل وجود جمله واکنش  

چبیشف در مقایسه    یفیفوق طبه ترتیب برای روش طیفی و    (9)و    (8)های  بینی مقدار آلودگی دارند. نتایج حالت دوم در شکلپیش

؛ های مختلف ارائه شده است. هر دو روش طیفی دارای درستی یکسان در محاسبه غلظت آلودگی هستندبا حل تحلیلی در زمان

واکنش دارای دقت یکسان هستند.    -ش  پخ  -ل  چبیشف برای حل معادله انتقا  طبیعیفوقتوان گفت که روش طیفی و  می   نیبنابرا

 چبیشف است. طبیعیفوقوش اجرای روش طیفی چبیشف بیشتر از ر اما سرعت

 (  1392همکاران   )مشهدگرمه و یا پله یزمان یبا الگو  ندهیو آلا انیمشخصات جر . 2جدول 

)3(kg/m0 c̅ )3(kg/m1 c̅ T(hr) (s)2 t (s)1 t k̅(1/s) s)/2(mx D̅ u(m/s)  پارامتر 

 مقدار  3/0 3/0 00001/0 1000 3600 5 5/0 5/0

  
 ای)حالت اول(پله بارگذاری با Van Genachten and Alves(1982)مقایسه روش طیفی چبیشف با راه حل  . 6 شکل
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 ای)حالت اول(با بارگذاری پله  Van Genachten and Alves(1982)مقایسه روش ویسکوزیته فوق طیفی چبیشف با راه حل  . 7 شکل

 
 ای)حالت دوم( پله بارگذاری  Van Genachten and Alves(1982) حل راه با چبیشف  طیفی  روش مقایسه . 8 شکل
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 ای)حالت دوم( پله بارگذاری  Van Genachten and Alves(1982) حل راه با چبیشف طیفی فوق ویسکوزیته روش مقایسه . 9 شکل

 بحث

هستند با استفاده از تعداد گره و زمان کمتر قادر به محاسبه    توسعهدرحال  ریاخ  یهاکه در سال  یف یو شبه ط  یفیط  یها روش 

  یفیبا استفاده از روش ط  ی گپژوهش، حل معادلت آلود  نیهستند. در ا   یو عدد  یل یتحل  یهابالتر نسبت به روش   بادقتجواب  

مختلف    یمرز  طیدر شرا  یلیبا حل تحل  هاروش   ن یا  جینتا  گرفت وقرار    موردبررسی  شفیچب  یفیفوق ط   تهیسکوزیو روش و  شفیچب

 شد. سهیمقا

 گیری نتیجه

در این پژوهش دقت روش طیفی چبیشف و روش ویسکوزیته فوق طیفی چبیشف برای حل معادلت آلودگی در دو حالت 

ای آلینده در مقایسه با حل تحلیلی بررسی شد. نتایج این دو روش در حل معادله انتقال نشان داد که با افزایش  تزریق پیوسته و پله

و در تعداد نقاط یکسان روش فوق طیفی ویسکوزیته چبیشف درستی بالتری در  ترنزدیکتعداد نقاط نتایج عددی به حل تحلیلی 

  - ل  انتقا  معادلتحل    یذکر شده برا  یها روش محاسبه غلظت آلودگی دارد. اما نمودار هیچ یک بر نتایج تحلیلی منطبق نیست.  

روش فوق طیفی چبیشف با تعداد   .شد  سهیمقا  یلیتحل  جینتا  با  و  رفت  کار  به  یاپله   قیواکنش در تزر  - ش  پخ  - ل  پخش و انتقا

پخش دارد. نتایج این روش بر نتایج تحلیلی   - ل نقاط یکسان درستی بالتری را نسبت به روش طیفی چبیشف در حل معادله انتقا

واکنش دارند که درستی بالیی در    - ش  پخ  -ل  منطبق هستند. همچنین هر دو روش نتایج یکسانی برای حل معادله انتقا   کاملا

مقایسه با حل تحلیلی دارند. اما روش فوق طیفی چبیشف به دلیل انجام حجم عملیات بیشتر نسبت به روش طیفی چبیشف، سرعت 

 اجرای کمتری دارد.
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؛  دقت بال در حل معادلت آلودگی، تعداد نقاط لزم برای آنها مستقل از طول رودخانه هستند  باوجودهای طیفی چبیشف  روش  

همچنین تشکیل   در یک طول کوتاه همان تعداد نقاط لزم است که در یک کانال یا رودخانه با طول زیاد لزم است.  نیبنابرا

در این پژوهش را مشکل خواهد کرد.    هاروش نویسی دیگر بسیار پیچیده است که استفاده از این  های برنامهدر زبان  Dماتریس  

های دیگر دارد. لزم است دقت  ای نسبت به روش نویسی پیچیدههای طیفی حل شد که برنامهآلودگی به روش   بعدییکمعادله  

 نویسی آنها بررسی شود.در حالت دوبعدی و حجم برنامه  هاروش این 

 ملاحظات اخلاقی

 پیروی از اصول اخلاق پژوهش

 ست. ا هاهمه آن دیی اند و این موضوع موردتأنویسندگان اصول اخلقی را در انجام و انتشار این پژوهش علمی رعایت نموده

 مشارکت نویسندگان 

 مشارکت داشتند.  یو بعد  یاصل یهایسنویشمقاله و نوشتن پ یسازدر مفهوم یکسانبه طور  یسندگانهمه نو

 تعارض منافع 

 بنا بر اظهار نویسندگان این مقاله تعارض منافع ندارد

 سپاسگزاری 

 شود. ارائه نظرهای ساختاری و علمی  سپاسگزاری می خاطربه از  داوران محترم 
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